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CAPITULO 4: SIMULACAO PELO METODO DE MONTE CARLO

Como visto nos capitulos anteriores, simulacdo € um conjunto de técnicas que
visa reproduzir o comportamento de sistemas reais e identificar os possiveis resultados
da operacdo. Nesse esteio, 0 método de Monte Carlo é uma técnica de simulacao
consagrada e que esta na base de diversos softwares.

O método de Monte Carlo surgiu em 1949, criado por John von Neumann e
Stanislaw Ulam (Figura 4.1), nome dado em homenagem ao tio de Ulam, frequentador
assiduo do Cassino de Monte Carlo e por ser relacionado a experimentos aleatorios,
pelos seus jogos, em especial a roleta, nos quais cada rodada é independente da jogada
anterior. Como outros métodos de simulacéo, Monte Carlo ganhou forga com o avanco
da tecnologia de computacdo (FERNANDES, 2005).

Figura 4.1: John von Neumann e Stanislaw Ulam

Fonte: Wikipedia (2020).

O Cassino de Monte Carlo é um complexo voltado a jogos e entretenimentos, localizado no
Principado de Moénaco, construido no século XIX, projetado pelo arquiteto Garnier. (Fonte:
https://www.montecarlosbm.com/en/casino-monaco/casino-monte-carlo)
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4.1 Método de Monte Carlo

Neste topico apresenta-se a conceituacdo do método de Monte Carlo e sua
aplicabilidade em problemas empresariais.
Raychaudhuri (2008) define método de simulacdo de Monte Carlo como:

Um tipo de simulacdo que confia na amostragem aleatdria e repetida e
andlise estatistica para computar os resultados. Esse método de
simulagdo é muito relacionado com experimentos aleatorios, para o0s
guais o resultado especifico ndo é conhecido antecipadamente.

Este conceito é reforcado por Andrade (2018): “... processo de operagdo de
modelos estatisticos de modo a lidar experimentalmente com variaveis descritas por
fungdes probabilisticas”. A dificuldade de tratar de maneira analitica algumas variaveis,
como demandas, tempos de processo, tamanhos de fila, tempo de espera, entre outros,
por serem probabilisticos, faz do método de Monte Carlo uma ferramenta facilitadora.

Raychaudhuri (2008) considera o método de Monte Carlo como um meio
metodolégico para fazer a analise what-if (0 que — se), que parte do conjunto de
questionamento “0 que aconteceria se 0 comportamento do evento A fosse dessa
forma”.

A simulacdo de Monte Carlo oferece uma alternativa para matematicas analiticas
para entender uma distribuicdo amostras de estatisticas e avaliar seu comportamento
em amostras aleatérias. A simulacdo de Monte Carlo faz isso empiricamente, usando
amostras aleatorias de populacdes conhecidas de dados simulados para tracar um
comportamento estatistico. Se a distribuicdo estatistica da amostra é a funcao
densidade dos valores que poderia assumir em uma dada populacdo, entdo sua
estimativa é a distribuicdo da frequéncia relativa dos valores que esta estatistica que foi
observada realmente em muitas amostras desenhadas de uma populagdo. Assim, o
método de Monte Carlo gera valores aleatorios a partir de uma distribui¢céo de frequéncia
previamente conhecida. No Apéndice | é apresentada uma tabela de nimero aleatérios
gue pode ser usada para simulacdes feitas de maneira manual e pode ser lida em
gualquer diregcdo ou mesmo escolhendo as células a esmo, desta forma, qualquer
nimero da tabela tem a mesma probabilidade de ser escolhido (MOONEY, 1997;
MOREIRA, 2013, PRADO, 2017).

Por exemplo, para simular a operagdo em uma agéncia dos correios, pode-se
utilizar a tabela para coletar dados aleatérios sobre o intervalo entre chegadas de

clientes. Se forem considerados o primeiro digito de cada célula teremos os seguintes
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valores, em minutos (considerando a leitura na horizontal da esquerda para a direita):
2,7,1,4,6,8,9, 6, 8, 1, e assim por diante.

Raychaudhuri (2008) reforca que os parametros de entrada para o modelo
dependem de vérios fatores externos, estando, portanto, sujeitos ao risco inerentes a
variagdo desses fatores. Modelos deterministicos ndo consideram estas variages
(valores fixos), considerando os valores de maior probabilidade de cada parametro.
Modelos eficientes, consideram estes riscos, podendo, por vezes, trabalhar com trés
cenarios possiveis: 0 pessimista, 0 mais provavel e o otimista. As desvantagens de se
trabalhar com estes trés cenarios sao:

e dificuldade em se estabelecer os cenarios pessimista e otimista;

e as variaveis de entrada ndo podem estar em seus cenarios pessimista e

otimista simultaneamente; e
e a dificuldade de se armazenar todas as possibilidades e, posteriormente,

compara-las.

Na simulacdo de Monte Carlo, identifica-se uma distribuicdo de probabilidade
gue possa ser utilizada como fonte para cada variavel de entrada. Para cada parametro
de entrada hd um parametro de saida resultante da iteracdo do modelo. S&o realizadas
varias iteracoes de maneira a possibilitar a andlise estatisticas dos parametros de saida.

Andrade (2012) apresenta 0s passos para a constru¢do de um modelo de Monte
Carlo. Primeiro, escolhe-se a varidvel x, aleatoria, que tem por caracteristicas uma
funcdo de distribuicdo de probabilidades [f(x)] e uma funcdo cumulativa de
probabilidades [F(X)]. Assim, define-se uma nova variavel aleatéria y= F(x). Dessa forma
o valor de y esta no intervalo [0, 1].

Da mesma forma que Moreira (2013), pode-se assumir, por exemplo, que o
numero de clientes que chegam a uma agéncia do correio por minuto (k) conforme uma
distribuicdo de Poisson (Expresséo 4.1), variando entre O e 8 clientes por minuto, com

taxa de atendimento (p) igual a 1,3 clientes por minuto.

pke#

Pk) = k!

(Expresséo 4.1)

Desta forma, a distribuicdo densidade e a distribuicio acumulada sé&o

apresentadas (Tabela 4.1):
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Tabela 4.1: Calculo de probabilidades.

k Funcao Fung¢do
(clientes/minuto) densidade acumulada
0 0,2725 0,2725
1 0,3543 0,6268
2 0,2303 0,8571
3 0,0998 0,9569
4 0,0324 0,9893
5 0,0084 0,9978
6 0,0018 0,9996
7 0,0003 0,9999
8 0,0001 1,0000

Fonte: o autor

A proxima etapa é efetuar um sorteio para o valor da funcao acumulada. O valor
sorteado (ou utilizando a tabela de numeros aleatérios, considerando os quatro
primeiros digitos da primeira célula da segunda coluna) seja 7095, correspondente a
funcdo acumulada de 0,7590. Este valor encontra-se entre k=1 e k=2. Considera-se o
valor maior de k, ja que ultrapassou a probabilidade de chegar 1 cliente.

A Figura 4.2 representa a funcao acumulada em funcédo do nimero de clientes
gue chegam por minuto, conforme a Tabela 4.1. Podemos utilizar este grafico da mesma

forma, com a facilidade de encontrar o valor da quantidade de clientes de maneira visual.

Figura 4.2: Grafico de colunas da fungdo acumulada
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Fonte: o autor
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Pode-se utilizar, também, um grafico do tipo dispersdo quando a variavel
procurada for continua (Figura 4.3). Por exemplo, se a varidvel for o tempo de
atendimento no balcdo da agéncia dos correios.

Figura 4.3: Fungé@o acumulativa para tempos de atendimento.
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Fonte: o autor.

Neste exemplo, se o valor sorteado para a fungdo acumulada for 0,2, entdo o

tempo de atendimento serd 1,5 minuto.

4.2 Aplicacdes do método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo, como ja citado anteriormente, originou diversos
softwares de simulacdo, o que denota a sua alta aplicabilidade em problemas reais.
Winston (2016) relaciona diversas aplicagdes para a simulacdo de Monte Carlo,
entre elas:
e Estimar retornos e riscos no projeto de produtos novos;
e Projecdes de lucros;
e Determinar a capacidade produtiva de novas instalagées;
¢ Determinar as quantidades de cada item para repor 0s estoques;
¢ Definir estratégias de investimento;

e Avaliar mudancas em processos.
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O principio por tras da simulacdo de Monte Carlo é que o comportamento de
uma estatistica em amostras aleatdrias pode ser avaliado pelo processo empirico de
realmente desenhar lotes de amostras aleatorias e observar esse comportamento. A
estratégia para fazer isso é criar um mundo artificial, ou pseudo populacdo, que se
assemelha ao mundo real em todos os aspectos relevantes. Essa pseudopopulagéo
consiste em procedimentos matematicos para gerar conjuntos de numeros que se
assemelham a amostras de dados projetados da populacdo real. Usa-se essa
pseudopopulagéo para conduzir tentativas multiplas dos procedimentos estatisticos de
interesse para investigar como que procedimento se comporta através das amostras
(MOONEY, 1997).

4.4 Simulagéo de Monte Carlo utilizando o Excel

Como ja visto no capitulo 2, o conceito de distribuicdo de probabilidades é
fundamental para definir, em uma populacdo, a ocorréncia de um dado valor. Neste
tépico sdo apresentadas duas maneiras de se tratar estas ocorréncias: a partir de uma

amostragem e com o uso de numeros aleatérios, ambos com planilhas do Excel.

4.4.1 Método de Monte Carlo a partir de uma amostra

Considere uma amostra de tempos de processamento de pedidos e suas
frequéncias, ou seja, a quantidade de vezes que o valor da variavel se repete, conforme

Tabela 4.2:

Tabela 4.2: Frequéncia de tempos de processamento de pedidos

Tempo de processamento, em  Frequéncia

horas (variavel aleatdria) (pedidos)
10 5
11 7
12 7
13 8
14 10
15 13
16 9
17 5
18 4
19 1

Fonte: o autor.
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A partir desta tabela, constréi-se a Tabela 4.3 com a funcdo densidade de
probabilidade (probabilidade individual da ocorréncia do valor da variavel aleatéria,
representada por f) e a funcdo acumulad de probabilidade (a soma acumulada da funcéo
densidade de probabilidade, representada por F):

Tabela 4.2: Funcfes densidade e acumulada de probabilidade.

Tempo de Fungao Fungao

processamento, em densidade de acumulativa de
horas (variavel aleatéria) probabilidade (f)  probabilidade (F)
10 0,072464 0,072464
11 0,101449 0,173913
12 0,101449 0,275362
13 0,115942 0,391304
14 0,144928 0,536232
15 0,188406 0,724638
16 0,130435 0,855072
17 0,072464 0,927536
18 0,057971 0,985507
19 0,014493 1

Fonte: o autor

O valor da funcéo densidade de probabilidade é obtido pela divisdo da frequéncia
da variavel aleatéria pela soma de todas as frequéncias. Por exemplo, para o valor de

14 horas, o valor da funcdo densidade de distribuicdo é:

_ fri
B Z?:lfri

fi
= 10 = 0,144928
f14- - 69 - Y

Ao colocar em um gréafico de colunas a frequéncia cumulativa de probabilidades

em funcdo do tempo de processamento de pedidos, tem-se (Figura 4.3):
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Figura 4.3: Funcdo acumulada do tempo de processamento de pedidos.
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Fonte: o autor.

A partir deste ponto, sorteia-se um namero aleatorio entre 0 e 1 (isso pode ser
feito pelo Excel, com a funcdo ALEATORIO()). Assumido que o numero aleatorio
sorteado foi 0,5, entdo o tempo de processamento de pedido sera de 14 horas, conforme

demonstrado na Figura 4.4:

Figura 4.4: Tempo de processamento para valor sorteado da fun¢&do acumulada igual 0,5.
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Fonte: o autor.

4.4.2 Método de Monte Carlo a partir de numeros aleatorios
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A utilizagéo de uma planilha eletronica para fazer a simulacio de Monte Carlo facilita o
manuseio de uma quantidade significativa de dados. Para inicio, apresenta-se a
expressdo =ALEATORIO(). Esta expressdo gera nimeros entre 0 e 1 que tenham a
mesma probabilidade de ocorrer. Dessa forma, pode-se dizer que, ao dividir este
conjunto de dados gerados em quartis, pode-se afirmar que, aproximadamente, o
primeiro quartil abrangera os valores até 0,25; o segundo quartil, de 0,25 a 0,50; o
terceiro de 0,50 a 0,75; e, finalmente, o quarto de 0,25 a 1,00 (WINSTON, 2016).
Como exemplo, para melhor visualizar esta situacdo, suponha um conjunto de
100 pedras com peso maximo de um quilograma, com probabilidade igual de apresentar
qualquer valor até este limite maximo. N@o h& historico do peso, assim, conforme
mostrado na Figura 4.5, utiliza-se a expresséo =ALEATORIO(), ja apresentada, para
gerar os cem valores, na coluna A. Para registrar as quantidades de pedras em cada

guartil, utiliza-se uma composi¢cdo com a expressdo =CONT.SE(matriz; valor).

Figura 4.5 Expressfes na planilha Excel.
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Fonte: o autor

Os resultados dessas expressfes sao apresentados na Figura 4.26. Note que
cada vez gque altera algo na planilha ou se pressiona a tecla F9, os valores sao alterados.
Desta maneira, percebe-se que as quantidades de cada intervalo sdo muito proximas,

indicando a probabilidade semelhante de cada valor ocorrer.
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Figura 4.6: Resultados da expresséo ALEATORIO()
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Fonte: o autor.

4.5 Simulacdo de Monte Carlo com duas variaveis

O método de Monte Carlo tem poder para simular sistemas complexos, com
varias etapas e variaveis. Neste topico, discute-se a modelagem de sistemas com duas
variaveis, que o leitor percebera que pode ser expandida para sistemas com mais do
gue duas variaveis.

Como exemplo, considere uma situacdo simples, um posto de salde, no qual as
pessoas passam por dois processos consecutivos, a anamnese e a consulta.

Nas Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6 s&o apresentados os valores de frequéncia, com as

funcdes de densidade e as fun¢Bes acumuladas, de cada processo:

Tabela 4.4: intervalos entre as chegadas dos pacientes ao posto de salde

INTERVALO ENTRE  FREQUENCIA  FUNGAO FUNGAO
CHEGADAS (MIN) DENSIDADE  ACUMULADA

0 3 0,0968 0,0968

1 4 0,1290 0,2258

2 6 0,1935 0,4194

3 8 0,2581 0,6774

4 6 0,1935 0,8710

5 4 0,1290 1,0000

Fonte: o autor.
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Tabela 4.5: distribuicdo de tempos do processo de anamnese.

TEMPO  FREQUENCIA FUNGAO FUNCAO
(MIN) DENSIDADE ACUMULADA
3 2 0,0645 0,0645
4 5 0,1613 0,2258
5 7 0,2258 0,4516
6 8 0,2581 0,7097
7 6 0,1935 0,9032
8 3 0,0968 1,0000

Fonte: o autor.

Tabela 4.6: distribuicdo dos tempos do processo de consulta.

TEMPO FREQUENCIA  FUNCAO FUNCAO
(MIN) DENSIDADE ACUMULADA
6 1 0,0370 0,0370
7 4 0,1481 0,1852
8 8 0,2222 0,4074
9 9 0,2593 0,6667
10 5 0,1852 0,8519
11 4 0,1481 1,0000

Fonte: o autor.

Para verificar o tempo de atravessamento dos pacientes (tempo entre a chegada
e a saida do sistema) e os tempos de espera em cada processo, procedeu-se 5 sorteios
para cada processo, simulando a chegada e atendimentos de 5 pacientes e efetuou-se
os calculos, conforme a Tabela 4.7.

O primeiro sorteio para a chegada de paciente foi 0,5832, 0 que equivale a 3
minutos apos o inicio da contagem de tempo. Como € o primeiro cliente a chegar, ndo
ha fila para a anamnese, sendo, portanto, atendido imediatamente. O valor sorteado
para o processo de anamnese é 0,3757, correspondendo ao tempo de processo de 5
minutos. Novamente, como € o primeiro paciente a chegar, ndo ha fila para a consulta.
O valor sorteado para a consulta foi 0,9856, indicando um tempo de processo de 11
minutos. Considerando o momento de chegada, os tempos de processos e de filas, o
paciente 1 sai do sistema no momento 19 minutos. Mas o0 seu tempo de atravessamento
(T»), ou seja, o tempo decorrido entre a sua chegada e a sua saida, € a soma dos
tempos de processos (P;) e de filas (Fi), independente do momento em que chegou,

conforme a expressao 4.2:

Ty =X P+ X F Expressdo 4.2

Assim o tempo de atravessamento do paciente 1 é:

11
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T, =(5+11) + (0 + 0) = 16 minutos

De forma similar, se faz a andlise para o paciente 2. Pelo sorteio da chegada, o
paciente 2 chegou 3 minutos ap0s o paciente 1, portanto no momento 6 minutos (a partir
do inicio da contagem dos tempos). Como o paciente 1 permaneceu no processo de
anamnese até o momento 8 minutos, o paciente 2 teve que permanecer na fila por dois
minutos. Ao ser liberado, no momento 14 minutos para a consulta, permaneceu mais 5
minutos na fila, j& que o paciente 1 s6 saiu da consulta no momento 19 minutos. Desta

maneira, o tempo de atravessamento do paciente 2 foi:
T,=(6+7)+ (2+5) =23 minutos

Continua-se esse procedimento até o paciente 5. Para calcular o tempo médio

de atravessamento, considera-se os tempos médios de filas e de processos:

546+8+3+6 .
Pprnamnese = 5 = 5,6 minutos

11+7+9+9+11 ,
Pconsuita = z = 9,4 minutos

0+2+6+9+9 ,
Fanamnese = z = 5,2 minutos

0+5+4+10+13 ,
Feonsuita = z = 6,4 minutos

O tempo médio de atravessamento é a soma destes resultados:

Ty =56+94+5,2+6,4 = 26,6 minutos

Ou seja, em média, cada paciente permanece 26,6 minutos no posto de salde.
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Tabela 4.7: Simulacéo de Monte Carlo para atendimento em um posto de saude (tempos em minutos).

CHEGADA ANAMNESE CONSULTA
PACIENTE | Sorteio Tempo Momento Tempo de Inicio da Sorteio Tempode Término da Tempo de Sorteio  Tempo de Momento
entre da esperapara anamnese processo anamnese  espera para processo de saida
chegada chegada anamnese consulta
S
1 0,5832 3 0 0,3757 5 8 0,9856 11 19
2 0,6423 3 2 0,4901 6 14 0,1777 26
3 0,2348 2 6 14 0,9941 8 22 0,6487 35
4 0,9987 5 13 9 22 0,0298 3 25 10 0,4357 44
5 0,6335 3 16 9 25 0,4840 6 31 13 0,9679 11 55

Fonte: o autor
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6 Questao

1.

Descreva a construcdo de um modelo de Monte Carlo para a simulacdo do
comportamento de um estoque (niveis, reposices, retiradas, etc.). Pelos
métodos indicados, como o modelo poderia ser ajustado?

2. Umaempresa importadora precisa prever a demanda de uma peca mecanica de
reposi¢do utilizada na manutencdo de maquinas industriais. Esta demanda
apresenta grande variacao e, pelo histérico, a proporcéo dos volumes de vendas
semanais sao (Tabela 4.8):

Tabela 4.8: demandas semanais de pecas de reposicao
Semana Demanda Semana Demanda Semana Demanda Semana Demanda Semana Demanda
(pegas) (pecas) (pegas) (pegas) (pegas)

1 9 11 2 21 9 31 6 41 9

2 8 12 9 22 9 32 2 42 5

3 10 13 8 23 12 33 10 43 6

4 2 14 5 24 2 34 4 44 12

5 7 15 4 25 6 35 4 45

6 6 16 3 26 7 36 1 46 9

7 2 17 11 27 1 37 9 47 10

8 4 18 10 28 8 38 8 48

9 7 19 7 29 1 39 1 49

10 3 20 1 30 6 40 1 50
Fonte: os autores
Calcule a previsao de demanda para a semana 51 considerando a média de 5
sorteios.

3. A producao de eixos para motores elétricos € composta pelos processos 1 e 2.

As pecas chegam em intervalos, em minutos, conforme apresentado na tabela
4.9. Os tempos de dos processos 1 e 2 sdo apresentados nas tabelas 4.10 e
4.11, respectivamente. Pelo método de Monte Carlo, calcule os tempos médios

de fila, tempos médios de processos e tempo médio de atravessamento. Utilize

Chegada Processo | Processo 2 Saida
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Tabela 4.9: Intervalo entre chegadas (minutos).

Intervalos Frequéncia

1 9
1,1 6
1,2 7
1,3 10
1,4 9

Tabela 4.10: Tempos de processo 1 (minutos)

Tempo de Frequéncia

Processo 1
0,9 8
1 8
1,1 14
1,2 4
1,3 7

Tabela 4.11: Tempos de processo 2 (minutos)

Tempo de Frequéncia

Processo 2
1,3 12
1,4 10
1,5 10
1,6 5
1,7
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APENDICE I: Tabela de nimero aleatérios

28282 | 75905 | 12299 | 43991 | 69775 | 88950 | 90874 | 63808 | 87647 | 16056
93842 | 73514 | 95718 | 40678 | 81503 | 21481 | 83325 | 92525 | 93428 | 96884
54030 | 57111 | 55338 | 83281 | 28814 | 11620 | 84145 | 59871 | 09752 | 32095
78178 | 51142 | 45057 | 95804 | 14155 | 46967 | 11154 | 01971 | 95994 | 50881
05288 | 09813 | 38598 | 48541 | 53251 | 92635 | 38116 | 83487 | 98137 | 70868
09664 | 27237 | 37090 | 43291 | 46997 | 89710 | 51113 | 49502 | 14422 | 23245
35088 | 30807 | 21612 | 08150 | 19464 | 32411 | 37312 | 39936 | 89382 | 75233
38963 | 95670 | 97772 | 62013 | 43655 | 69122 | 15505 | 10658 | 48086 | 55659
91248 | 27901 | 70871 | 83351 | 78817 | 06963 | 76622 | 04500 | 79689 | 86447
03721 | 87654 | 85959 | 76581 | 04795 | 88437 | 04151 | 76236 | 42803 | 50422
04033 | 33352 | 55159 | 05616 | 78755 | 30335 | 32767 | 53258 | 50013 | 11945
41247 | 16156 | 93325 | 49786 | 08319 | 58102 | 88520 | 55067 | 91892 | 49109
22536 | 23994 | 09763 | 75526 | 48066 | 53072 | 34933 | 33222 | 11324 | 73586
21764 | 80187 | 57143 | 04921 | 59673 | 46286 | 89717 | 54088 | 89385 | 58146
07490 | 89926 | 51784 | 79999 | 36654 | 17626 | 77532 | 31982 | 32031 | 77501
70677 | 78174 | 62596 | 22664 | 39768 | 59488 | 35888 | 28134 | 71665 | 01176
69893 | 70033 | 83365 | 96260 | 92643 | 83082 | 79890 | 44953 | 71925 | 83304
79794 | 80142 | 93460 | 69974 | 54052 | 75022 | 53130 | 59600 | 15130 | 94620
34882 | 86754 | 15813 | 63065 | 57820 | 05753 | 19196 | 16539 | 79732 | 28299
38815 | 73466 | 54317 | 70124 | 36632 | 39319 | 88724 | 58701 | 78463 | 63543
18755 | 92605 | 56469 | 11129 | 77492 | 69294 | 90400 | 21117 | 09591 | 77743
70778 | 32468 | 01947 | 44789 | 37167 | 56542 | 62280 | 61986 | 70185 | 37868
80180 | 12133 | 15394 | 49415 | 23563 | 54359 | 92991 | 32407 | 70822 | 45923
23301 | 55278 | 15139 | 55705 | 16085 | 55174 | 25601 | 72677 | 46191 | 85002
39750 | 37274 | 66816 | 90715 | 92055 | 64257 | 65487 | 64960 | 45320 | 92144
99721 | 80271 | 31836 | 38770 | 77769 | 02023 | 18459 | 31418 | 29298 | 56559
36329 | 41290 | 17518 | 97635 | 32563 | 96270 | 97917 | 54241 | 54765 | 29704
07211 | 63805 | 40103 | 19841 | 06655 | 05827 | 15782 | 03922 | 84104 | 39542
10999 | 81020 | 34396 | 77620 | 41978 | 09064 | 03941 | 49259 | 65908 | 62331
62533 | 96271 | 63907 | 68937 | 17104 | 13733 | 94455 | 62879 | 67643 | 90676
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